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1 Introduzione.

La complessita dei fenomeni di natura idrodinamica e morfodinamica che ri-
guardano le regioni di mare limitrofe alla costa ¢ tale da richiedere in manie-
ra sempre piu pressante I’utilizzo di metodi matematico/numerici quali supporto
all’attivita progettuale.

L’idrodinamica costiera ¢ composta da moti che avvengono, essenzialmente,
a tre distinte scale temporali. Si passa dai moti turbolenti caratterizzati da una
scala temporale di 1072 — 10~! secondi, al moto ondoso che evolve su scale di
10° —102 secondi e, infine, ai moti a “bassa frequenza” (correnti litoranee, correnti
di ritorno, moti vorticali...) con periodi tipici di 10* — 10° secondi.

Tra questi tre moti tipici le onde hanno un ruolo dominante in quanto agiscono
da forzanti per i moti di “bassa frequenza”. Infine, parte dell’energia fornita dalle
onde ai moti idrodinamici costieri viene dissipata dalla turbolenza.

Questo ¢ uno dei motivi fondamentali per spiegare il successo di strumenti
predittivi (0 modelli) che descrivono il moto alle scale temporali tipiche delle on-
de. Recentemente la comunita scientifica che si occupa di idrodinamica costiera
(vedi ad esempio i progetti MAST-G6 e MAST-GS finanziati dalla CEE) ha rivolto
una crescente attenzione alla elaborazione di modelli che utilizzano una risoluzio-
ne temporale dei moti con passi inferiori al periodo tipico delle onde (modelli di
tipo “intra-wave”). Tra questi i modelli attualmente piu progrediti sono quelli ba-
sati sulla soluzione, nel dominio del tempo, delle equazioni di Boussinesq estese
a rappresentare il fenomeno del frangimento (vedi Hamm, Madsen & Peregrine,
1993).

Questo documento vuole fornire le basi per la costruzione di un modello di
tipo “intra-wave” dei fenomeni relativi all’idrodinamica costiera. In particolare
il modello prescelto vuole descrivere la dinamica secondo una rappresentazione
quasi-tridimensionale (quasi-3D). Oltre che presentare i fondamenti teorici del
modello bidimensionale (o 2-DH) basato sulla soluzione delle equazioni per moti
in “acque basse (NLSWE)” (sezioni 2 e 3) si vuole anche fornire una descrizione
dettagliata di come si sono determinate le equazioni che permettono di determi-
nare i profili verticali delle velocita orizzontali (sezioni 4,5 e 6) oltre a prospettare
una semplice procedura per la soluzione numerica delle equazioni (sezione 7). In-
fatti, lo scopo finale del documento non ¢ solo quello di illustrare il modello ma
anche di facilitare il compito delle prevista implementazione numerica nell’ambi-
to della collaborazione tra Universita di Genova e Universita di Ancona. Alcune
semplici conclusioni sono, infine, presentate in sezione 8.

Questo primo documento sara certamente seguito da un altro relativo alla
definizione e caratterizzazione delle condizioni al contorno (Parte 2) mentre si
valutera I’ opportunita di sviluppare ulteriormente il modello tramite I’eventuale:
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e cstensione del dominio di validita del modello verso il largo utilizzando
un’opportuna inclusione di “termini dispersivi alla Boussinesq” (Parte 3);

e modellazione delle tensioni alla superficie libera in modo da includere an-
che gli effetti dovuti all’azione del vento (Parte 4);

e modellazione delle tensioni al fondo che tenga conto dell’instazionarieta
del moto. Questa potrebbe essere effettuata, ad esempio, introducendo uno
strato limite al fondo (Parte 5).

2 Il modello tridimensionale dei moti turbolenti.

E noto che nelle applicazioni idrauliche il problema dei moti turbolenti non
puo essere trattato per via diretta (cioe risolvendo direttamente le equazioni di
Navier-Stokes). E quindi necessario ricorrere a delle tecniche semi-empiriche che
fanno ricorso a “modelli di chiusura” delle equazioni di Reynolds. Il moto viene,
quindi, descritto attraverso i valori medi (media intesa nel senso della teoria dei
processi stocastici stazionari ed ergodici) delle grandezze velocita e pressione:
(uy, ug, ug, p).

Nelle equazioni di Reynolds dimensionali in cui v rappresenta la viscosita
cinematica del fluido:

ou; ou; 1 0p 0%u; 0

Gty G 9P _ Y s 21

ot U Ox; 00x; + V@x? Ox; (wity) 2.1
aui

= 2.2

i. compaiono le tensioni di Reynolds (t;4;) quale risultato dell’operazione di
media effettuata sui termini convettivi delle equazioni di Navier-Stokes;

ii. si ¢ assunto un moto sostanzialmente incomprimibile;

iii. si ¢ ignorato I’effetto della forza di Coriolis.
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3 Il modello tridimensionale dei moti non stratificati su “basse profondita”
(o “acque basse”).

Esiste una vasta classe di moti a superficie libera nei quali una componente
del moto medio (verticale) risulta piu piccola di almeno un ordine di grandezza
rispetto alle altre due componenti (longitudinale e trasversale). Affinche sussista
tale condizione ¢ necessario che 1’ordine di grandezza H della profondita risulti
piccolo rispetto all’ordine di grandezza della scala spaziale L della variazione
longitudinale e trasversale del campo di moto. Tali ipotesi sono, per esempio,
verificate dalle onde di piena dei corsi d’acqua naturali, dalle circolazioni lacustri
e costiere (Seminara & Tubino, 1995).

Per entrare nel dettaglio della teoria del moto su “acque basse” si utilizza oltre
all’ipotesi

H<L (3.1)

anche ’ovvia osservazione che questi moti sono caratterizzati da alti numeri di
Reynolds e quindi le tensioni viscose sono trascurabili.
Definendo inoltre:

(1‘171;271‘3) = (.Tf, Y, Z) ; (uh Uy, Ug) = (U, v, w) ; g = (07 07 _g) (32)
e introducendo le scale:

Uy = scala di velocita;

P = scala di pressione;

q* = scala delle correlazioni (1;;) ;
T = L/U, = scala dei tempi;

(3.3)

si puo procedere all’approssimazione delle equazioni (2.1) e (2.2) con la seguente

metodologia:
a) si calcola la scala di w dalla (2.2)
ou Ov Ow H
- = g B N 3.4
8x+8y+8z 0 = w 0<LU0), (3.4)

b) Si determina p dalla (3*) componente della (2.1) e usando le (3.3) e (3.4) si pud
passare ad una stima degli ordini di grandezza dei vari contributi:

N L +g(ﬂu~1)+g(ﬂu~1)+g<w2> =
ot ox dy 0z 00z 97 o dy 0z B
N N U E )

HU? HU?
(%) (%



Quindi:
e [’accelerazione convettiva ¢ trascurabile rispetto a g se

2 H 2
g o Fp (—) <1 (3.6)

L? L

[cosa chiaramente vera per F'r = O(1)];

e le tensioni di Reynolds contenenti % sono dominanti rispetto a quelle con-

tenenti 2 0 che possono essere trascurate;
ox’ Oy

e ¢ comunque ipotizzabile che

2
qﬁ <g = @<Fr 3.7)

per cui la (3.5) diventa

% ~—p9 = px~og(n—=2) (3.3)

nell’ipotesi di trascurare tensioni dovute ad effetti di capillarita (importanti solo
per lunghezze d’onda di alcuni centimetri) e, quindi, utilizzando la condizione
p(n) = 0.

¢) Sostituendo la (3.8) nelle componenti orizzontali della (2.1) e mantenendo so-
lo le tensioni di Reynolds dipendenti da % si hanno le equazioni per le “acque
basse”

ou Ov Ow
%—Fa—y—F%—O, (39a)
ou ou ou ou on 0

§+“£+U@+w$ = 95 &(Ww)), (3.90)

ov ov ov ov on 0

— — — — =—g9g— — —(ow)) . 3.9

o o T, T e, T g, 5P (3.9¢)
A questo punto ¢ possibile introdurre una formulazione “alla Boussinesq” per le
tensioni turbolente per cui:

o _ o Ou ooom v
— = (uw)—l/taz, ) = (vw)-ytaz. (3.10)
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4 1l modello quasi-tridimensionale (quasi-3D).

Questo modello ¢ basato sull’utilizzo di variabili di moto (velocita) che so-
no integrate sulla verticale locale e sulla soluzione delle classiche “Nonlinear
Shallow Water Equations (NLSWE)”. Queste sono utilizzate da numerosi ricer-
catori per modellare la dinamica del moto in prossimita della costa che viene
rappresentato come bidimensionale nel piano orizzontale (2-DH).

Una serie di studi (Packwood, 1980; Watson, Barnes & Peregrine, 1994) han-
no confrontato le soluzioni di queste equazioni con prove sperimentali, mostrando
buoni risultati.

Esiste poi una numerosa letteratura riguardante soluzioni (a) analitiche e (b)
numeriche di tali equazioni:

a)

b)

Soluzioni analitiche.

Tra esse ricordiamo la prima e piu famosa soluzione di Carrier & Green-
span (1958) valida per la propagazione unidirezionale di onde periodiche,
stazionarie e non-frangenti su una spaggia piana con pendenza costante.
Per quanto riguarda il run-up di onde frangenti (unidirezionali) ricordiamo
la soluzione di Shen & Mayer (1963). Infine, Synolakis (1987) ha introdotto
una soluzione per il run-up unidirezionale di un’onda solitaria.

Recentemente ci si € posto il problema di ottenere soluzioni piu aderen-
ti alla realta estendendo quindi 1’analisi allo studio di moti bidimensiona-
li (o debolmente bidimensionale). Carrier & Noiseaux (1983), ad esem-
pio, hanno trattato 1’interazione di un’onda solitaria con una costa rappre-
sentata da un gradino mentre Brocchini & Peregrine (1996) hanno deter-
minato la soluzione per il moto debolmente bidimensionale di onde pe-
riodiche e non-frangenti [estensione della soluzione di Carrier & Green-
span (1958)]. Ricordiamo, infine, la soluzione di Brocchini (1998) per
I’interazione debolmente bidimensionale di impulsi su una spiaggia piana.

Soluzioni numeriche.

Queste soluzioni permettono di risolvere in maniera dettagliata il campo di
moto di onde frangenti o non frangenti in prossimita della costa. Il primo,
pionieristico lavoro verso la soluzione delle NLSWE su una spiaggia piana
¢ quello di Hibberd & Peregrine (1979) che utilizzarono uno schema nume-
rico di tipo Lax-Wendroff. Questo lavoro ha dato seguito ad una schiera di
pubblicazioni in cui lo stesso metodo numerico ¢ stato applicato a diversi
casi. Tra queste ricordiamo Kobayashi, Otta & Roy (1987).

L’interesse scientifico-tecnico verso la soluzione numerica delle NLSWE
ha stimolato lo studio di nuove tecniche numeriche tra le quali spicca per
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semplicita e duttilita il metodo WAF. Questo ¢ stato derivato da Toro per
la soluzione di un generico “problema di Rienman” (Toro, 1989) e quindi
adattato a problemi tipici dell’ idrodinamica costiera (Toro, 1992). Infi-
ne, Watson, Peregrine & Toro (1992) hanno utilizzato il metodo WAF in
condizioni realistiche di propagazione unidirezionale.

A questo punto ¢ lecito chiedersi quale sia la necessita di passare da un modello
2-DH ad uno quasi-3D. Le motivazioni sono molteplici:

i.

il.

un modello quasi-3D permette di valutare i profili verticali delle componenti
orizzontali di velocita. Questo ¢ essenziale per modelli di trasporto solido
che utilizzano informazioni sul moto non mediate sulla verticale;

studi recenti (Svendsen & Putrevu, 1994) hanno messo in luce I’importanza
degli effetti di “tensioni dispersive” dovute all’interazione nonlineare delle
correnti che si propagano in direzione normale e parallela alla costa. Questi
effetti sono particolarmente rilevanti alla distribuzione in direzione normale
alla costa delle correnti litoranee associate alla propagazione di onde re-
golari. Il lavoro di Kobayashi, Karjadi & Johnson, (1997) ha dimostrato
come un modello quasi-3D fornisce risultati pitt aderenti alla realta rispetto
al classico modello di NLSWE nel calcolo delle correnti litoranee causate
da onde regolari.

Il sistema di equazioni che si utilizza nel modello quasi-3D in questione ¢
ottenuto integrando le (3.9b) e (3.9c) dal fondo z = —h alla superficie libera
z = 1. Prima di fare cid ¢ opportuno riscrivere in forma conservativa il membro
di sinistra delle (3.9b) e (3.9¢). Bastera sommare alla (3.9b) “u volte” la (3.9a) e
alla (3.9¢) “v volte” la (3.9a):

ou OJv Ow
£+8—y+$_0’ (4.1a)

ou 0 B ) o 0 (n
E—i_ax( )+a—y(uv)+$(uw) _gax 8z< )’ (4.16)

v 9 9, 0 a9 (r,
A S 4.1
Lt () + 20 + 2 (o) gay+az< ) @10

dove le tensioni turbulente sono definite dalla (3.10). Integrando lungo la verticale
la (4.1b)

L.

o 8, , 0 9 N
[E—i—a—x(u)+%(uv)+$(uw)]dz—/_hl Iy 8z< )]dz 4.2)
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e usando la regola di Leibnitz relativa alla differenziazione di integrali:

on oh
d 2= z / 2d - 22 2,2—
815/ udz — ul "at ule=-ngr + 5, = Wemng = Wemng

+§_y [ oz~ (uv>|z:na—” - <w>|z:_hg—’; + (w)]e=p = ()]

LU (—) —(ﬁ> . (4.3)
O e z=n e z=—h

E opportuno definire (7,/0).— 4 = Tpu/0 € (74/0) .=y = Tex/ 0 dove chiaramente
Tox € trascurabile in assenza di vento.
Utilizzando le condizioni al contorno cinematiche

d(n, h) d(n, h) d(n, h)
T + U=y, - e + V| =n,—h 9 = W=y , (4.4)
e le definizioni delle velocita mediate sulla verticale
1

= 3 ud,z , V= p / vdz , 4.5)

¢ possibile riscrivere la componente x dell’equazione del moto come:

0 0 0 an
Ud) + U?d) + — UVd) = —gd 2l — Tz 4.6
at( ) + aw(m2o+ )+8y(m“+ )=—g 9 o (4.6)

dove le m;; sono le cosiddette “tensioni dispersive” (vedi Appendice A). Analo-
gamente per la componente y si ottiene:

0 0 0 o
Vd) + uvd) + — Vid) = —gd— — 2

8t( ) + ax(mu + )+ 8y(m02 +V=d) g dy
Il sistema di equazioni base ¢ completato integrando anche la (4.1a) che diventa:

od o(Ud) a(Vd)
e tay — O 4.8)

Quindi, si adotta il seguente sistema di equazioni differenziali:
od oUd) o\Vd
od _ oUd)  o(Vd)

“.7)

ot Ox oy =0, (4.9a)
0 0 2 d2 0 . oh Tox
at(Ud) o <m20+U d—l—g;) ‘|’a_y(mn—|-UVd)—|——gda—x—?7
(4.9b)
9 0 9 2 d2 . oh Thy
at(Vd) o —(my +UVd) + 8—y<m02+v d+g3>+_gd8_y_?
(4.9¢)

G.a7



dove al membro di destra compaiono i termini forzanti dovuti alla batimetria
locale e alle tensioni al fondo.

Nel modello che viene sviluppato si considera, in prima battuta, una model-
lazione delle tensioni al fondo tramite la seguente formulazione valida per moti
stazionari:

Tox = CTQ|ub|U’b 3 Toy = CTQ|ub|Ub (4.10)

dove ¢, ¢ una costante adimensionale il cui ordine di grandezza ¢ 10~2. Una
eventuale parametrizzazione delle tensioni al fondo che tenga conto della in-
stazionarieta del moto attraverso 1’introduzione di uno strato limite potra essere
considerata in un documento successivo al presente.

E bene notare come il sistema di equazioni (4.9) con m;; = 0 (cio¢ con “ten-
sioni dispersive” nulle) si riduce al classico sistema delle “Nonlinear Shallow
Water Equations (NLSWE)”.

5 Le equazioni di evoluzione per le “tensioni dispersive”.

Le equazioni per mgg, mp2 € my; che compaiono nelle (4.9) si ottengono
generalizzando la definizione di momenti:

n . ,
mij :/h (u—=U)(v—V)dz (5.1)

(vedi Appendice A) e utilizzando una procedura piuttosto complessa dal punto di
vista algebrico e nota come “metodo dei momenti”.
Il metodo viene illustrato applicandolo al calcolo di myg:
a) Passaggio iniziale & scrivere un’equazione di trasporto per u? utilizzando le
(3.9) e (3.10) nel modo seguente:
2

w- (3.96) + % - (3.9a) (5.2)
cioe

ua_u+u28_u+uva_u+uw8_u+u_28_u+@+a_w_u @4—21/8—“ (5.3)
ot ar oy ar T2 or oy oz | Yor Te\"az )|

Dopo alcune manipolazioni algebriche si perviene alla seguente equazione:

2 3 2 2 ’
L[0(2) , () , Ou?v) , O(u w)] _ “g_Z“L%(“E) _Vt<a“> (5.4)

2| Ot ox ox 0z 0z
ciog:
ow?) Owd) Ouv) Owiw) oy 0 [ 7 ou)’
o T o oy o - Marta\"e) "\e:) Y



b) Si procede quindi ad integrare la (5.5) sulla verticale ed utilizzando la
“regola di Leibnitz”:

a [m 2 2 on 2 oh o 3 ) on 3 oh

ot /_hu dz —u |z=77 ot U |z:—h ot +£/_hu dz —u |Z:n%—u |z:—h£+
o [m P ah

+a_y /7h u?vdz — (u20)|z=n£ - (UQU)|z:_h% + (u2w)|z=n - (qu)|z:_h =

=2

d . . ’
—g—77 ! udz — (uT—> + (uT—> — /17 vy <@> dz| . (5.6)
ox J-n Q) ey o), , J-n 0z

¢) Utilizzando la condizione cinematica al contorno (eq. 4.4) e I'ipotesi che
Ts; = 0 si ha la seguente equazione semplificata:

Oy D, D, | dp T (1 (Ou)’
(%/_hu dz+8x/_hu dz+ay/_hu vdz—2l ga—x/_hudz—kub? _hut 2 dz

(5.7)
d) Questa puo essere riscritta in funzione dei momenti m;; ricordando che
(Appendice A):

K 2
/ u“dz = moy + U=d (5.8a)
—h
n
/ Wdz = mag + 3maeU + Ud (5.8)
—h
n
/ w?vdz = moy + maV + 2m U + U?Vd . (5.8¢)
—h

e) Per cui “L’equazione di evoluzione” di my, diventa:

0 0 0
— (Moo +U%d)+ = (mz0+3magU +Ud) + = (mg1 +magg V +2m U +U?Vd) =

ot ox dy
87] Tha
— _ogud2! — 9y, _9p,, (5.9)
ox 0
con 9 9
DQOE/n N Dozz/7 (22 4 (5.10)
—h oz —h ox

(vedi anche Appendice A per la definizione di D;;). Questa ¢ una delle equazioni
che andra a comporre il sistema finale di equazioni in forma conservativa (vedi
sezione 6).
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E perd anche possibile riscrivere I’equazione in maniera tale da confrontarla
con I’equazione ottenuta da Kobayashi, Karjadi & Johnson, (1997) come estensio-
ne del caso di moto debolmente-2DH. Si procede, quindi, a separare i contributi
in cui non compaiono i termini 7;;:

o(m 0 9
(8t20) + S_x(m% + 3magU) + @(mﬂ +magV + 2m,U) =
2 3 2
__|oWPd)  oWrd)  OWIVA)] 01 g T op sy
ot Oz dy Oz 0

f) I contributi medi che appaiono al secondo membro in parentesi quadra
possono essere riscritti in funzione dei momenti m;; utilizzando le (4.9) come
segue:

2U - (4.9b) — U? - (4.9a) (5.12)
cioe
aUd) o ) 9 8 [gd?
ad oUd) 9(Vd) oh Tho
J— 2 _ ey _ _
U lat + o + oy QgUdax 2U . (5.13)

e, raggruppando i termini omologhi, si ottiene il contributo alla (5.11) che de-
ve essere sostituito per ottenere la forma non-conservativa della (5.9) che verra
confrontata con Kobayashi, Karjadi & Johnson, (1997):

oU*d) , JU°d) , AUVd)

ot ox oy
8m20 8m11 8 gd2 8h Thx
= -2U —2U —2U— | =— 2Ud— —2U— . 5.14
ox dy ox ( 2 + ox 0 (5.14)

g) Questa viene sostituita nella (5.11) che puo essere semplificata utilizzando
la definizione degli scostamenti di velocita (cioe gli scostamenti dei profili in z
delle velocita orizzontali rispetto ai valori medi sulla verticale) calcolati al fondo:

wpy=uy,— U, pp=v,—V, (5.15)
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per cui I’equazione finale ¢:

a(m 0 0
(atQO) i g(m% + 3mgU) + 8—y(m21 +moV + 2m U) =
_ Uamgo L Uamll B ﬂb@ — Dyl . (5.16)
Ox 0y 0

A questo punto ¢ sufficiente usare argomenti di simmetria per ricavare I’equazione
di evoluzione di my» in forma conservativa e non. Usando le seguenti sostituzioni:

0 0 0 0
(%’874) — (@,%> ; mig — my; 5 (U, V) — (V,U) (5.17)

si ottiene sia I’equazione in forma conservativa che fara parte del sistema finale di
equazioni in forma conservativa (vedi sezione 6):

0 0 0
—(m02+V2d) +—(m12+m02U—i—2m11V—i—UV2d) +—(m03 +3m02V+V3d) =

ot ox oy
0
— —2gVdZl — 2y, _ oDy, (5.18)
dy 0
che quella in forma non-conservativa:
a(m 0 0
(8t02) + %(mlz +moaU + 2my, V) + 8—y(m03 + 3meV) =
0 0
—o |y T 5T Dyl (5.19)
oy ox 0

Viceversa, per ottenere la equazione di evoluzione di m; € necessario ripetere la
procedura del metodo dei momenti come segue:
a) L’equazione di trasporto di uv in forma conservativa viene derivata dalla
combinazione:
v+ (3.9b) + u - (3.9¢) + uv - (3.9a) (5.20)

facendo, inoltre uso della (3.10) si ottiene:

d(uv) 9, , 0, o Oluvw) on  0On 0 [Ty o ([,
5 +8x(u U)—l—ay(uv )+ 5, — Y U8x+u8y —l—vaz ) +u8z y)
(5.21)
b) L’integrazione sulla verticale e 1’uso della “regola di Leibnitz” forniscono:

o [ on oh 0 [, 9 on
8t/_huvdz (uv) =y 5 (u)|=—n 5 + 8x/_hu vdz — (u U)|Z:n8x
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, on 0

_ Oh 0 oy ooy 0N o oh _
(u U)|Z:_h8x + 8y/_huv dz—(uv )|Z:"8 (uv )|Z:_hay+(uvw)z:n

n Ta
—(uvw)|,=—p= —gvda— - gUd— + / [87; ( ) N EE] o

o[ T T, OU
+/ L%(“ ) Qaz]dz (5.22)

¢) Questa puo essere semplificata utilizzando nuovamente la condizione ci-
nematica al contorno (eq. 4.4), I’equazione (3.10) e I'ipotesi che 7, = 7, =

0:
%/ uvdz—!——/ uvdz—!—a / wvldz =

— ga v 0| vbT‘i _ ub@ _ 2/ a“ 8v dz.  (5.23)
ox dy

d) Si riscrive la (5.23) in funzione dei momenti m;; ricordando che (vedi
Applendice A):

n
/ wvdz = my + UVd, (5.240)
—h
n
/ w?vdz = moy + megV + 2m U + U?Vd (5.24b)
—h
n
/ woldz = mys + meeU + 2my V + UV . (5.24¢)
—h

e) Per cui “I’equazione di evoluzione” (5.23) in forma conservativa diventa:

0 0
(m11 + UVd) (m21 + mgov + lelU + UZVd)+

ot o0x
+g(m12+m02U+2m11V—i—UV2d) = —gd (V 8"7 +U8n> — bTb—I— b@_QDll
dy Ox dy 0 0

(5.25)

con .

n u Ov
Dy, = / — .

H —h (Vt 0z 82) dz (5.26)

(vedi anche Appendice A). Analogamente a quanto visto per le equazioni relati-
ve ai momenti msyy € Mmoo € possibile riscrivere 1’equazione anche in forma non-
conservativa. Si separano, quindi, i contributi medi ove non compaiono termini
mij;.

a(mll) 6

8t +£(m21+mgov+2m11U)+

a—y(mm + TTLOQU + 2m11V) =
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B o B ) on o The  Thy

— | UV +— (U V) +—(UV2) |—gd [V + U ) =0, 22—, =2 —2 D

[at( d)+3x( d)+8y( d)] gd( P Ay YT, T, 1
(5.27)

f) I contributi medi questa volta vengono riscritti in funzione delle m;; usando
le (4.9) come segue:
U-(4.9¢)+V - (4.90) = UV - (4.9a) (5.28)
cioe:
o(Vd 0
. l (vd)

0 9 o (gd?
8t +8_x(mu+UVd)+8_y(m02+V d)+a—y<7>]+

oud) 0 9 0 a (gd?
- d) + — d) + — (21| =
ot —|—ax(m20—i—U )+ay(m11+UV )+8x 9
ad oUd) 9J(Vd) Oh Ty Oh Ty
— =U|gd—— —|+V |gd— — —| (5.29
o Tor oy "%y V% T O
e, raggruppando i termini omologhi, si ottiene il contributo alla (5.27) che deve

essere sostituito:

v

v |

8(UVd) 0 2 0 9 . 3m11 8’)77,02 0 ng
e (4 Vd)+a—y(UV d)= U= ~U 5 Uay 5
8m20 8m11 0 gd2 oh Ty oh Tohax
VeV o v m( 5 U |od i +V g ik (5.30)

g) Questa viene sostituita nella (5.27) che puo essere semplificata utilizzando
la definizione degli scostamenti di velocita al fondo (5.15):

o(m 0 9
% + %(mﬂ + moV + 2m U) + 8_y(m12 +moU +2mn V) =

U omqy n Oy LV Omag + Omi, _ ﬂb@ — quTb—m —2D¢1. (5.31)
Ox oy Ox dy 0 0

Questa puo essere organizzata in maniera diversa, per puri fini di controllo e ve-
rifica con le equazioni approssimate di Kobayashi, Karjadi & Johnson, (1997),

risistemando i termini contenenti 8(”;1; U) ¢ 2mulV).

Oy
om 9 0
8t11 + %(mﬂ + moV +mpU) + 8—y(m12 +meV +muV) =
= UamOQ - m118—U + V—amm — mua—v - 7711@ - ZN‘bTb_gE —2Dn (3.32)
Oy Ox ox dy 0 0

E ora facile notare che le equazioni in forma non-conservativa (5.16) e la
(5.32) si riducono alle equazioni (17) e (18) di Kobayashi et al. (1997) una volta
che si ha I’approssimazione di moto debolmente-2DH [praticamente imponendo
8% — O nelle (5.16) e (5.32)].
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6 Le equazioni in forma conservativa.

Per poter scrivere le equazioni in forma conservativa ricapitoliamo 1 risulta-
ti di sezioni 4 e 5 [vedi equazioni (4.9), (5.9) e la sua simmetrica (5.18) oltre
all’equazione (5.25) per il momento m1]:

od N o(Ud) N o(Ud)
ot ox dy

=0, (6.1a)

a a 9 d2 8 8h Thx
= )y = d) = gd— — 2 (6.1b
at(Ud) o <m20+U d+ ) >+ay(m11—i—UV ) qg o 0 y ( )
a9 8 0 5, 9d° Oh Ty,
0 0 0
&(m20+U2d)+£(m30+3m20U+U3d)+8—y(m21 —|—m20V—|—2m11U+U2Vd) =
- —2gUdg—77 - 2ub% 9Dy, (6.1d)
) ) ,
a(mn + UVd) + %(mﬂ + mQOV + 2m11U +U Vd)+
an 0 -
+ 2 msrmosU+2mn VAUV2d) = —gd (VL g @) Ty T _op
oy ox dy 0 0
(6.1e)
0 9 0 2 2 37\ —
ot (m02+v d) 9z (m12+m02U+2m11V+UV d)+ay (m03—|—3m02V—|—V d) =
= -2 Vdg—y - 2’[)(, Q 2D02 (61f)
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Prima di poter scrivere ’intero sistema in forma conservativa ¢ necessario
modificare le (6.1d) e (6.1f) in modo che la simmetria formale del sistema stesso
sia rispettata. Per fare cid ¢ necessario che nei termini % delle (6.1d) e (6.1f)
compaiano i termini dei flussi delle (6.1b) e (6.1c) cioe:

d? d?
m20+U2d+95 , m02+V2d+gE . (6.2)
Si analizza, quindi, in dettaglio la (6.1d) e si somma al membro di destra e sinistra

; 0 (gd?y.
un contributo di ; (%5-):

0 d? 0
a (TI’ZQO + U2d + g;) + %(mgo + 3m20U + U3d)+

0 ([ d? 0 Thw
+8_y(m21 + mQOV + 2m11U + UQVd) = a (g;) — 2gUd8_Z — QUb% — 2D20 .
(6.3)

Si rielabora, quindi, il contributo %(’“21—) al membro di destra utilizzando 1’equa-
zione di continuita in forma conservativa € non-conservativa:

d [ & ad od . od ad ad
el ) = dE = —ga lUEE | = —gUd=— — gVd— =
ot <92> 9% = 79 lU(?x +V8y] guds, — 9V,
dgUd)  d(gVd)  aUd)  a(Vd)
— _ — d d =
ox oy tg ox +g oy
_ _0ud) o(gvd)  od
T ay 9t
od o(gUd*/2)  d(gVd?/2)
od _ _ _ , 4
= 9y oz ay ©H

Allora I’equazione (6.3) diventa:

) 2\ 9 Ud?
% (mzo -+ U%ig;) + 97 <m30 + 3maeU + Ud + QT> +

) V2 ) :
+ L gy 4oV 2my U+ U2V d 4 goe | =—2 | gUd 2L — 0,2 —Dyy|. (6.5)
Ay 2 o 0
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Quindi le equazioni (6.1d-f) possono essere riscritte rispettivamente come
segue:

0 d? 0 Ud?
— <m20 +U?d + g—) + = <m30 + 3mgU + Ud + g—) +

ot 2 ox 2
0 Vd? od oh "
+— m21+m20V+2m11U+U2Vd+g— =2 gUd— —gUd— —ubTL —D20 s
oy 2 ox ox 0
(6.6a)
) ) ,
a(mu + UVd) + %(mgl + mQ()V + QTI’ZHU + U Vd)+
0
—(m12 + mOQU + 2m11V + UV2d) = (66b)

oy

od oh od oh Th Tp
=—gd|Ve—e - V—t U —U—| —vp—= —up—2 — 2D
g [ ox ox + oy Gy] o 0 o 0 H

0 d? 0 Ud?
- m02+V2d+g— + = m12+m02U+2m11V+UV2d+g— +
ot 2 ox 2

9 V2 ad oh
+ L mgst-3megV +V3d4 g ) =—2| gVd e — gUd 22 — 0,2 — Dyy|. (6.6¢)
oy 2 oy oy 0

E bene notare che le equazioni (6.6a-c) non sono in forma ‘completamente
conservativa’ dato che ai membri di destra compaino contributi dipendenti dalla
profondita d. Per cui parleremo di ‘forma conservativa’ (indispensabile ad una
corretta formulazione del problema e all’implementazione numerica) invece che
di ‘forma completamente conservativa’ delle equazioni. Utilizzando le (6.1a-c)
e le (6.6a-c) ¢ possibile scrivere il sistema completo in forma conservativa a cui
compete una formulazione matriciale (vettoriale) del tipo:

ou oF 0G
o ot =S (6.7)
dove ) )
d
Ud
Vd
d2
U= Moo + U2d + g? (6861)
mi + Uuvd
d2
Mmoo + V2d + g?
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¢ il vettore delle incognite mentre i flussi F e G sono rispettivamente

Ud

d2
Mog + U2d—|—g?

my +UVd
2

Ud
mso + 3m20U -+ U3d + QT

Moy + maoV + 2m U + U?Vd
2

Ud
mio + mOQU + 2m11V + UV2d+ QT

Vd
mi1 + UVd

d2

Moo + V2d + g?

Vd? 6.8b

moq —l—mgOV—l—QmUU—i—U?Vd—i—gT ( )
mio + m02U + 2m11V + UV2d

Vd?
o3 + 3m02V + V3d + gT

e i termini sorgenti sono dati dal vettore S(U):

0
ga2l T
ox 0
g0 T
L v
d h -
B O AL LR - (6.80)
0 ox
od oh od oh Toz T
od oh T
-2 (nga— — nga— — bﬂ - D02> ]

Le equazioni (6.7) e (6.8), insieme alla (4.10) che definisce le 7, € 7, forni-
scono il sistema completo che dovra essere implementato nel codice numerico da
utilizzarsi quale solutore del modello quasi-3D. Chiaramente il modello 2-DH ¢
di facile derivazione dalle (6.7) e (6.8): bastera trascurare le ultime tre righe dei
vettori (6.8) e porre m;; = 0 nelle prime tre.
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7 1l “Problema della chiusura”.

A questo punto € necessario impostare il problema per il calcolo delle variabili
fondamentali
d, U, V, mag, m11, Moz, (7.1)

cioe quelle utilizzate come incognite nel modello di equazioni (6.7) e (6.8).
E quindi necessario notare che nelle (6.8) compaiono i sette seguenti parametri
non noti:
m30, Mo3, Ma1, M1z, Dag, Dag, D11 (7.2)

Questi devono essere espressi in funzione delle sei variabili incognite di equazione
(7.1).

Impostazione del problema.

Si presenta quindi un tipico “problema di chiusura” che viene impostato nei se-
guenti passaggi logici:

1. siipotizza un profilo verticale di velocita orizzontale al di fuori dello strato

limite:
u(r,y, z,t) = Ux,y,t) + (2, y,t)F () (7.3a)
v(x,y, z,t) = V(w,y,t) + op(z, y,t)F(§) (7.3b)
o + h(z,y) +h(n,y)
z+h(z,y z+h(z,y
= = 7.3
$Tdoyd) Ao y) gD (739
per cui
£E=0 per z = —h(z,y) (7.3d)
E=1 per z = n(z,y,1). (7.3e)

Chiaramente dalla definizione (5.15) di @ € Up:
wp=u(x,y,—h,t)-U(x,y,t)=U(z,y,t)+ap(z,y, t)F(0)-Ul(x,y,t)
= F(0)=1. (7.4)

ii. Siipotizza che v; fuori dallo strato limite sia:

B 5 | [Ou ? o\’

con C; ~ 0.1: parametro di rimescolamento (vedi Cox et al., 1994).

G.alg8



iii. Sostituendo le (7.3) e 1a (7.5) nelle espressioni dei momenti msg, Moz, M1, M3g, Mo3, Ma1, M1s
e dei termini dissipativi Dyg, Dyo, D17 si determinano (vedi Appendice B) i
momenti d’ordine due:

Moy = C;nﬂgd, mi1 = Cénﬂbﬁbd, Mp2 = anﬁgd (760)

dove )
cy = [ e, (7.6b)
0
1 momenti d’ordine 3:
mao=Cy'iyd, Mo =Cyuivyd, mio=C3upvid, mez=Cy'vpd (7.6¢)
dove .
cy = [ P (7.6d)

e, infine, i contributi dissipativi
DQO == 03{)0121113\/ ﬂ%"‘f)g,
Dy, =CPCliyp\ g +77 (7.6¢)

_ " D2~2 [~2 | ~2

LIOF
D: [
Cs _/0 ‘ag

Le (7.6) contengono le costanti C", C'P che possono essere calcolate facil-
mente una volta nota la funzione di forma F'(§) (vedi Appendice B). Questa
viene introdotta seguendo 1’analisi di Svendsen & Madsen (1984) per il mo-
to di un’onda frangente che si propaga su una spiaggia piana. Il profilo ¢
dato da un polinomio di grado tre in modo da permettere I’inversione del
moto all’interno dell’onda frangente:

dove

3
de. (7.6f)

F(f):l—(3+%a>£2+a§3,nggl (1.7)
dove a ¢ il coefficiente del termine di grado tre [N.B. (7.7) verifica la con-
dizione (7.4), inoltre [} F(£)dé = 0,Va]. Seguendo Svendsen & Madsen
(1984) si potrebbe utilizzare il risultato per cui @ = 3. Qui di seguito si
vedra come, invece, ¢ possibile determinare il valore di a direttamente dalle
equazioni utilizzate per la chiusura del problema.

G.al9



Scegliendo il valore a = 3 suggerito da Svendsen & Madsen (1984) si
avrebbe (vedi Appendice B):

1 | |dF
051:/0F2(£)d620.55, C;i”:/op?)(g)dg:_om, C:?:/o ‘_

3
dé ~15.2.
d& ¢

(7.8)
E bene notare anche che le tensioni tangenziali si annullano alla superficie
libera solo se a = 4. Per tale valore si ha (vedi Appendice B):

Cy'~0.49, C ~0, lim CP ~12.3. (7.9)

a—4-

Questo mostra che per 3 < a < 4 non si ha forte dipendenza delle C; da a.

iv. Per concludere la formulazione del problema & necessario calcolare uy; € vy
oltre che la costante a contenuta in F'(£). Per fare cid useremo le seguenti
tre equazioni:

Moy = C'izd , mey = C'0pd , myy = Cyiiylyd (7.10)
dove )
c;”z/o F2(6)d¢ = 25a° — Sa + b (7.11)

come da Appendice B e F(£) come da equazione (7.7).

Le (7.10) verranno utilizzate per determinare iterativamente, noti 1msg, Moz,
my; dalle equazioni di trasporto, i valori di u, U, € a. Chiaramente 1’ite-
razione verra inizializzata con il valore a = 3 suggerito da Svendsen &
Madsen (1984).

Procedura di soluzione del problema.

Dopo aver impostato il problema di chiusura si delinea una possibile procedura
risolutiva in quattro passaggi fondamentali:

1. ad un tempo prefissato ¢ = t; il sistema differenziale composto da equazioni
(6.7) e (6.8) viene risolto fornendo:

d, U, V, mag, mi1, mog; (7.12)

1i. allo stesso istante ¢ = tq le (7.10) sono risolte iterativamente e, noti, d, mag,
ma1, Mo2, sl calcolano le incognite

a, ﬂb,f)b. (713)
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Durante il processo iterativo € necessario imporre il vincolo:
up] < U], Juo| < V] (7.14)
e cio¢ imporre che
up <0 per U>0 e u, >0 per U<O,
p<0per V>0-e 0p>0perV<O0; (7.15)

iii. con questi valori e utilizzando la definizione (5.15) per gli scostamenti di
velocita si calcolano i momenti di ordine superiore msg, Moy, M2 € Mo3 di
Appendice A. Si calcolano, inoltre, anche i contributi dissipativi, Dy, D11
e Dys definiti anch’essi in Appendice A;

iv. 1 momenti di ordine superiore al secondo e 1 termini dissipativi di ordine due
sono sostituiti nelle equazioni base (6.7) e (6.8) che permettono il calcolo
di:
d, U, V, mag, M1, mos; (7.16)
all’istante ¢t = tg + At.

Questa semplice procedura logica viene ripetuta ciclicamente per ogni passo tem-
porale d’integrazione.

8 Conclusioni.

Si sono determinate le equazioni base per un modello quasi-3D per la risolu-
zione dei moti idrodinamici costieri ad una scala temporale inferiore al periodo
tipico delle onde (modello “intra-wave”). Le sei equazioni del modello sono state
poste in forma conservativa per permettere una semplice implementazione nume-
rica. Si sono descritte le ipotesi e le procedure con cui “chiudere” il problema
tramite tre equazioni algebriche per il calcolo dei momenti d’ordine superiore al
secondo.

9 Ringraziamenti.

Si ringrazia la Sig.ra Tina d’ Agostino per aver dattiloscritto il presente docu-
mento con sollecitudine e competenza.

G.a21



10 Appendice A

In questa appendice si introducono le definizioni dei momenti m;; e dei con-
tributi dissipativi D;; e si esprimono alcuni integrali di interesse in funzione sia
dei momenti m;; che delle velocitd medie sulla verticale U, V.

Per quanto riguarda 1 momenti m;; essi sono definiti come:

mij :/77 (u—U)'(v—V)d-z. (A.1)

—h

Percid 1 momenti d’ordine due (in cui la somma degli indici 7 e j € pari a due)
Mag, M1, M2 POSSONO essere scritti come segue:

_ [ 2 T 2
m?oz[h(U—U)dZZ[hUdZ—Ud, (A.2a)
n —h
My = / (= U)o = V)dz = / wdz — UV, (A.2b)
- 1
_ (" 2 oo 2
mogzlh(U—V)dz:lhvdz—Vd, (A.2¢)

e quindi, invertendo le (A.2), si possono esprimere gli integrali delle velocita in
funzione dei momenti m;; e delle velocita medie sulla verticale:

n
/ wldz = may + U2d, (A3a)
—h
/ " uvdz = my +UVd (A.3D)
—h
n
/ v2dz = moy + V2d . (A3c)
—h

Per quanto riguarda i momenti d’ordine superiore al secondo essi possono essere
esplicitati come segue:

n n
msy = / (u—U)’dz = / uw3dz — 3magU — Ud (A.4a)
—h —h
o /" (u—U2(v—V)dz = /" wPodz — 2mpU —maoV — U2V, (A4b)
—h —h
mig = /n (u—U)*(v—V)dz = /17 wv’dz —2my V —mgeU —UV3d , (A4c)
—h —h
n n
Mos = / (v—V)3dz = / vidz — 3mesV — V3d . (A4d)
—h —h
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Analogamente a quanto visto in precedenza ¢ possibile invertire le (A.4) ed espri-
mere gli integrali delle velocita in funzione dei momenti m;; e delle velocita medie
sulla verticale:

/nh uddz = may + 3maeU + U3d (A.5a)
[ "h w2vdz = may + 2mnU + maoV + U2Vd., (A.5b)
/nh wv?dz = myg + 2mpV + meU + UV3d (A.5¢)
[ nh vz = moz + 3meV + V3d. (A.5d)

Infine dalla definizione delle dissipazioni:

o ou\’ [ov)’

¢ possibile specificare i1 termini dissipativi d’ordine due:

o ou\’

D20 = /_h |:Vt (8_x> ] dZ, (A7a)
o ou Ov

-Dll = [h (Mﬁ%&) dz y (A7b)

2
Dyy = /_ "h [Vt (%) ]dz. (A7¢)

11 Appendice B

Questa appendice ¢ dedicata alla definizione e al calcolo delle costanti C}" e
CP che intervengono nel “problema di chiusura” come descritto in sezione 7.
Le costanti che intervengono nell’esplicitare i momenti sono definiti:

or = /1 F2(€)de. (B.1)

0

Consideriamo ad esempio il calcolo di my; come da equazione (7.6) in cui si
utilizza I’ipotesi (7.3):

Mo = /_ "h(u — U)2dz = i2d /0 ' P2(e)de = Citd. (B.2)
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Analogamente ¢ possibile determinare le rimanenti (7.6a) e le (7.6¢).
Viceversa per determinare le (7.6e) ¢ necessario introdurre la definizione di

CP come:
LIOF
D pum— —_
P=]; 7

Si utilizza, quindj, il calcolo di D+ (vedi equazione 7.6e) come esempio:

D :/n 8_u2d _/n(od)Q %2+ @Qd_

2= \ez) T L 0z 0z) T
1 —8F‘3d§—cf’02a2\/a2+@2 (B.4)
65 — M3 MY b b - :

E possibile, allora, calcolare esplicitamente le sole costanti C", CiD che interven-
gono al presente livello di chiusura del problema. Utilizzando la definizione (7.7)
di F'(€) & possibile esprimere le costanti di interesse come polinomi in a.

(B.3)

22
= [,

C;”E/OlFQ(g)dgz/Ol [1 _ (3+Za> §2+a§3] dimda’—Latt  (BSa)
cr= /0 1F3(§)d§:/ 1[1— (3—|—§a)§2+a£3] ilg:ﬁa?’— L2y Bl 16 (B 5p)

LOF
D: —_—
03_/0 ‘ag

(3 + a) £+ 3a§2

dé = (B.5¢)

_ 13
= Ti% lH} (130> — 19642 + 1008a — 2240) .
a J—

Utilizzando le (B.5) ¢ possibile calcolare le C; per valori di a di interesse come
per equazioni (7.8) e (7.9).
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